Entropy is Invariant Casimir Function on Leaves of Symplectic
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Talk dedicated to Yvonne Choquet -Bruhat who passed away at 101
Years Old this week . Topical contrlbutlons to Geometry in Physics

| Happy Birthday, Yvonne Choquet-Bruhat!
= =N rs; Erwin Schradinger...

100th birthday
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Celebration of 200 years since Sadi Carnots
Réflexions sur la puissance motrice du Feu,
1824062024 & les Carnots
Hosted by History of Physics and Applied
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1824-2024 Bicentenary of Thermodynamics Invention by Sadi Carnot
by Raffaele Pisano (Book edited by Springer ): www.carnotlille2024.com
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Energy, Power, Environment. A Symposium on the Occasion of the Bicentenary
of the Publication of Sadi C a r n oRéfiexdons sur la puissance motrice du feu'

\EIN RS =Iale=NNe RO {o] (ol https:// mfo.web.ox.ac.uk/event/energy -
Institut francais de recherche a I'étranger power _environment 'SvaOSium 'OccaSion -
bicentenary -publication -sadi-carnots -reflexions

Convened by Robert Fox (University of Oxford)

In his Réflexions sur la puissance motrice du feu, a modest
volume published in 1824, Sadi Carnot laid some of the most
important foundations of modern thermodynamics and
power technology. In certain respects, the book was not an
easy read, and it had faults. The result was a masterpiece,
though arguably a flawed one, and it remained almost unread
until it was discovered and reconfigured by William Thomson
(the future Lord Kelvin) and Rudolf Clausius from the late
1840s. Given the importance that physical scientists and
engineers now attach to such fundamental ideas as the
Carnot cycle, the second principle of thermodynamics, and
the notion of entropy - all of which have roots in Carnot's
thinking - why was the Réflexions neglected for so long? The
contributions to this workshop explore the origins, content,
and long-term impact of Carnot's ideas, including the legacy of ~ Pascal Marty (Maison francaise d'Oxford). Introduction and
debates about energy sources and implications for climate welcome
change that continue to engage us today. First session. Chair: Maxine Berg (University of Warwick)
Raffaele Pisano (University of Lille): 'Reading Lazare & Sadi
Carnot's manuscripts: a foundational programme for mechanical and heat machines'
Robert Fox (University of Oxford): 'The technological environment of Sadi Carnot'
Crosbie Smith (University of Kent): 'Interpretations of the Réflexions by William Thomson and Rudolf Clausius'

Second session. Chair: Erica Charters (University of Oxford)

Ben Marsden (University of Aberdeen): 'Reflections on perpetual motion, alternatives to steam power, and

energy physics'

lwan Morus (Aberystwyth University): “"That vast granary of force": how to power an imperial future' T H A L E S

ESI Seminadi mdmsiimriale Geometry T Jean-Baptiste Fressoz (Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales-Centre de Recherches Historiques): ‘No

|5_ transition: a new history of energy’ we can all trust
Rob lliffe (University of Oxford) Concluding remarks
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Ecole Polytechnique: Sadi Ca r n d.egacy
https ://carnot -legacy.sciencesconf.orq /

e Sadi Carnot’s

2024 Legacy

Ecole polytechnique Celebrating the 200" anniversary
Palaiseau, France of the 2" law of thermodynamics

SADI CARNOT'S LEGACY- "CELEBRATING THE 200TH ANNIVERSARY OF THE 2ND LAW OF THERMODYNAMICS

When Sadi Carnot published his "Reflections on the motive power of fire" in 1824, there was no sign that one of the greatest
scientific revolutions was about to take place, in a world then dominated by mechanics and optics. Yet, by bringing a

conceptual analysis to the practical problem of the steam engine, Sadi Carnot wrote the birth certificate of thermodynamics,
and, in particular, its second principle

Today, thermodynamics has branched out into a multitude of fields and applications, from industrial processes to microscopic
systems, and continues to renew our view of science

Since its origins, thermodynamics has raised as many questions as it has answered

To celebrate the bicentenary of the " Réflexions", this colloquium aims to bring together members of the thermodynamics
community and to invite them to take a critical look at modern thermodynamics and the open questions it raises. The

colloquium will be structured around pedagogical presentations introducing the various fields of the discipline. Poster sessi ons

will allow participants to share their work
|e_ S prene o T hittps://carnot  -legacy.sciencesconf.org  / uture we can all trust
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Celebrating the 200% anniversary

of the 2" law of thermodynamics

Ecole polytechnique
Palaiseau, France

Exposmom .

15 mai
20 décembre

2024 4

Musée
de I'Ecole
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Accés libre

du lundi au vendredi

9 heures - 17 heures
Niveau -2 de la bibliothéque




Car n danillg Project to place Sadi Carnot in Panthéon between his father
Lazare Carnot and is nephew Sadl Carnot the French Republlc PreS|dent

Projet Nicolas Léonard
. Sadi Carnot au Panthéon
g ; 1824 - 2024 : 200 ans de |'ouvrage Réflexions

sur la puissance motrice du feu et sur les
machines propres a développer cette puissance
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ISadi Carnot « La Légende »

"La Théorie du Feu" Hommage a Sadi Carnot
https:// www.youtube.com/watch?v=uNRGDYDyqgt4

(Couplet 1)

Il naquit & Paris, un jour de juin,

Sadi Carnot, au destin incertain.

Fils débun r®volutionnair e,
Le feu dans | e ciur, |l a sci

A vingt -sept ans, il écrit son grand livre,

: Des machines & vapeur, il voulait le livre.
Sadi Carnot by Michel Serres "Réflexions sur le feu, la chaleur, le moteur”,

«Brdler » in «La légende des Sciences »  Ses idées jaillissent comme une lueur.
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https:// www.youtube.com/watch?v=J5J (Refrain)

SWebXms0 Thermodynamique, il en est le pionnier,

Avant méme que le terme soit inventé.

83 Un moteur thermique, voil

- Les bases d'une science pou
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Dictionnaire de I’Académie francaise, 9¢ édition (actuelle)
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thermodynamique

of THALES

THERMODYNAM |QU E nom féminin et adjectif

XIx€ siecle. Composé de thermo- et de dynamique.

1. N. f. Partie de la physique étudiant les systémes macroscopiques du point de vue énergétique
lorsqu’ils sont a I’état d’équilibre ou connaissent une évolution, que celle-ci soit spontanée ou
causée par des échanges d’énergie ou de matiere avec le milieu extérieur. En étudiant le lien entre
la chaleur et la production de travail mécanique, Nicolas Sadi Carnot posa les bases de la
thermodynamique.

may not be reproduced, mod

PRYSICIEN

FONDATEUR DES

or disclosed

ESI Semi nadi md mdfiimmndle Geometry Theory and App\\callogéhso

B

CapiTAINE DU GEN.



Lord Kelvin 200 ™ Birthday in Glasgow
https://www.gla.ac.uk/explore/lordkelvin200 /

u

oNothing in the whole
range of Natural
Philosophy is more
remarkable than the
establishment of
general laws by such a
process of reasoning 6
Sir William Thomson,
Lord Kelvin about Sadi
Carnot
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Statistical Thermodynamics by Erwin Schrodinger

Erwin Schrédinger

Nobel laureate, 1933
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Talk outline

1. Elementary Symplectic Structures of Thermodynamics

2. Constantin Carathéodory : From the Pfaffian forms to
Thermodynamics Axiomatization, & Adiabatic Foliation by Frankel

- © 2021 THALES. All rights reserved

«There is nothing more in 3. Information Geometry & Natural Gradient for Learning
I I 4. Jean-Marie Souriau: Symplectic Foliation via Moment Ma and
phySICaI theories than Koszul-Fisher Metric fror¥1 Iﬁformation Geometry b
symmetry groups except for Lie Groups Thermodynamics
the mathematical 5. ENTROPY as Casimir Function in Coadjoint Representation Constant

on Symplectic Leaves & Density of Maximum Entropy on Lie Groups

construction which allows _ _ o
6. Lars Onsager & Baptiste Coquinot: Symplectic Foliation Model of

precisely to show that METRIPLECTIELOW
there is nothing more »- 7. Transverse Symplectic Foliation ~ Structure
Jean -Marie Souriau 8. Liouville Complete Integrability and Information Geometry

9. Thermodynamics -Informed Neural Network and Symplectic
Foliation Structure

10. Conclusion
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Elementary Symplectic
Structures of Thermodynamics

Entropy is Invariant Casimir Function on Leaves of Symplectic
Foliation associated to Coadjoint Orbits generated via Moment Map of Symmetry Group
acting on the System.
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Capture Of Symmetl‘ieS Invariance Equivari::mce
Symmetry Group Equivariance in Physics Hp = Fos) =0, 1)
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Symmetry Group Equivariant Architectures for Physics
A Snowmass 2022 White Paper

Alexander Bogatskiy', Sanmay Ganguly?, Thomas Kipf?, Risi Kondor*, David W. Miller**, Daniel
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Representation Theory & (Co -adjoint) Orbits Method: A. Kirillov

Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 220
A Series of Comprehensive Studies in Mathematics

A. A. Kirillov

Elements of the Theory
of Representations

MERITS VERSUS DEMERITS

. Universality: the method works for 1. The recipes are not accurately

Lie groups of any type over any field. and precisely formulated.

. The rules are visual, easy to 2. Sometimes they are wrong and
memorize and illustrate by a picture. need corrections or modifications.

. The method explains some facts 3. Tt could be difficult to transform
which otherwise look mysterious. this explanation into a rigorous proof.

. It provides a great number of 4. Most completely integrable

dynamical systems were discovered
earlier by other methods.

symplectic manifolds and Poisson
commuting families of functions.

. The method introduces two new 5. The description of coadjoint orbits

and their structure is sometimes not
an easy problem.

fundamental notions: coadjoint
orbits and moment maps.

©

|
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§ 15. The Method of Orbits

At the basis of the method of orbits lies the following “experimental fact”: the
theory of infinite-dimensional representations of every Lie group is closely con-
nected with a certain special finite-dimensional representation of this group.
This representation acts in the dual space g* of the Lie algebra g of the group
under study. We will call it a co-adjoint or briefly a K-representation.'

Orbits of a Lie group in the space of a K-representation are symplectic mani-
folds. They can be interpreted as phase spaces of a Hamiltonian mechanical
system for which the given Lie group is the group of symmetries. In 15.2, we shall
give a classification of all homogeneous symplectic manifolds with a given group
of symmetries.

It turns out that unitary irreducible representations of the group G are con-
nected with orbits of this group in the K-representation. The construction of the
representation in an orbit is given in 15.3.

This is a generalization of the procedure of quantization that is used in quantum
mechanics. This point of view is explained in more detail in 15.4,

The author sees the significance of the method of orbits not only in the specific
theorems obtained by this method, but also in the great collection of simple and
intuitive heuristic rules that give the solution of the basic questions of the theory
of representations. With the passage of time, these rules will be elevated to the
level of strict theorems, but already now their value is indisputable,

We shall show in 15.5 how the operations of restriction to a subgroup and
induction from this subgroup can be described with the aid of the natural pro-
jection p:g*—+bh* where b is the Lie algebra of the subgroup H.

As we shall see in 15.6, generalized characters of irreducible unitary rep-
resentations admit a simple expression in the form of an integral over the cor-
responding orbit. In many cases, this allows us to write an explicit expression for
the Plancherel measure.

Finally, in 15.7 we show that infinitesimal characters of irreducible unitary
representations of a group G can be computed as values of G-invariant poly-
nomials on the corresponding orbits.

15.1. The Co-Adjoint Representation of a Lie Group

Let G be a Lie group, g its Lie algebra, and g* the dual space to g. The group G
acts in g with the aid of the adjoint representation Ad (see 6.3) and in g* with the
aid of the co-adjoint representation, or, briefly, the K-representation. If the Lie
algebra g is realized in the form of the algebra of left-invariant vector-fields on G,

A.KIRILLOV

ELEMENTS DE LA THEORIE
DES REPRESENTATIONS

EDITIONS MIR « MOSCOU

THALES

we can all trust

then it is natural to realize g* in the form of the space of left-invariant differential
forms of the first order on G. The K-representation of the group G acts in the space
of 1-forms by right translations.

Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York



A.A. Kirillov by Jacques

Breves remarques sur ’ceuvre de
A. A. Kirillov

Jacques Dixmier

La thése de Kirillov, parue en 1962, a suscité immédiatement beaucoup d’intérét.
Soit & un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Soient g = Lie(G),
g* l'espace vectoriel dual de g, dans lequel G opére par la représentation co-
a.djolnte Soit g*/G 1'ensemble des orbites coadjointes. Soit G I'ensemble des
représentations unitaires irréductibles de G (la plupart sont de dl__l_ncnslon in-
finie). Alors Kirillov construit une bijection canonique g*/G — G ; ainsi, les
représentations unitaires irréductibles de G sont paramétrées par les orbites co-
adjointes. En outre, quantité de notions naturelles concernant les représentations
s"interprétent géométriquement en termes d’orbites coadjointes: restriction & un
sous-groupe, induction unitaire, produit tensoriel, mesure de Plancherel, topolo-
gie de ( G. Détaillons sculement un résultat, d’ une &légance extraordinaire: soient
7 € G et R orbite associée ; soit i la mesure G -invariante canonique sur £2
(c’est une distribution tempérée sur g*) ; soit i’ sa transformée de Fourier, distri-
bution tempérée sur g ; transportant &’ sur G par |'application exponentielle, on
obtient le caractire-distribution de w1
. Kirillov.s'est vite convaincu, et il a convaincu la cnmrmumuné mnﬂlﬂmnuque.
que cette “méthode des orbites” devait étre applicable & des groupes bien plus
généraux que les groupes nilpatents.

Il n*a pas hésité & aborder le cas des groupes de Lie connexes quelcongues.
Evidemment, des difficuités considérables ont surgi immédiatement. Néanmoins,
Kirillov a indiqué une voie d’accés, qui ensuite a été largement utilisée.

Depuis plus de trente ans, Kinllov applique la méthode des orbites aux groupes
de Lie—Cartan de dimension infinie. Par exemple, soit M une variété C™ com-
pacte. Soit G le groupe des difféomorphismes de M, ou I'un des sous-groupes
obtenus en prenant les éléments de G qui conservent une forme volume, ou une
structure symplectique, ou une structure de contact. On considére 1”algibre de Lie
¢ et son dual g*, tous deux définis en tenant compte de la topologie. Aux orbites
coadjointes sont associées des représentations unitaires irréductibles de &, du
moins dans certains cas, par exemple si I"orbite est de dimension finie ou de codi-
mension finie. Le groupe fondamental de ces orbites peut &tre non commutatif,
par exemple &tre un groupe symétrique. Kirillov envisage parfois des groupes en-
core plus généraux (par exemple, le groupe Diff5(E) on E est un fibré principal
de groupe structural &), et parfois au contraire étudie de maniére trés approfondie

Dixmier

des cas particuliers importants; par exemple, soient § le cercle, Diff, () le groupe
des difféomorphismes de § conservant I’ orientation; alors les orbites coadjointes
pour ce groupe sont liées aux fonctions holomorphes univalentes dans le disque
unité, et & certaines équations différentielles linaires; Kirillov définit sur ces or-
bites des structures complexes kiihleriennes invariantes, d’ ol des représentations
de 1"algébre de Virasoro et du groupe de Virasoro-Bott.

Les démonstrations précédentes ont amené Kirillov & s’intéresser, dans plu-
sieurs articles, & des questions de pure géométrie différentielle. Soient M une
variété C™, E un fibré en droites sur M, ['( E) I'ensemble des sections C°° de E.
Un crochet de Lie [ , ] sur T'(E) est dit local si [51. 2] est continue en (51, 52)
et si supp[s;, 52] © supp sy [ supp s2. Kirillov classifie ces crochets. Il détermine
aussi, dans des cas généraux, quels sont les opérateurs muitidifférentiels invariants
par difféomorphismes (tels que la dérivation extérieure, ou le crochet ordinaire de
deux champs de vecteurs).

Plus récemment, Kirillov a utilisé avec succés la méthode des orbites pour
des groupes trés différents, les G (k) (n = 1,2,...; k corps commutatif). (On
note G, (k) le groupe des matrices n » n unipotentes triangulaires supérieures A
€léments dans k.) La théorie est particulidrement poussée lorsque k est un corps
fini. Elle am&ne & introduire une suite remarquable des polyndmes en une vari-
able.

Voici un autre théme longuement étudié par Kirillov en collaboration avec
Gelfand. Soient G un groupe algébrique complexe, g son algdbre de Lie, U 1"al-
gébre enveloppanie de g, D le corps enveloppant de U. Soit D, le corps en-
gendré par des indéterminées Xy, ..., Xn, ¥lv---y ¥as L1y - - - o Zk, Ol tOUs les cro-
chets sont nuls sauf [x;, y;] = 1. Alors Gelfand et Kirillov conjecturent en 1966
que D est isomorphe & un corps Dy, 4. Dans les années suivantes, ils démontrent
des cas pmtlcullcra de plus en plua nombreux. de cette conjectum Dicn ﬂprh la
conjecture sera reconnue comme fausse, mais elle aura suscit€ un grand nombre
de travaux intéressants. Surtout, dds ['article de 1966, Gelfand et Kirillov intro-
duisent diverses notions de dimensions non commutatives; ["unc d'entre clics,
promise 4 un grand avenir, sera appelée dimension de Gelfand—Kirillov.

Tl n’est pas surprenant que Kirillov ait étudié, pour elles-mémes, les algébres
de Lie de dimension intinie. Dans un série d articles, il a mis en &vidence das
cas oil la “croissance™ de ces alg&bres est strictement intermédiaire entre la crois-
sance polynomiale et la croissance exponentielle et il a construit des identités
remarquables vérifiées dans I'algibre de Lie des champs de vecteurs sur R, ou
des champs hamiltoniens sur R2.

La place me manque pour analyser les nombreux articles isolés abordant des
thémes sur lesquels Kirillov n'est pas revenu par la suite. Mentionnons wut de
méme 3 de ces articles: 1) il a complété sur un point trés important [*étude (par
Gelfand—-Graev) des représentations unitaires irméductibles de SLa(k) (k corps lo-
calement compact non connexe). 2) Soient H un espace hilbertien, G le groupe
des opérateurs unitaires u dans H tels que 1 — u soit compact. Alors Kirillov a
déterminé les représentations unitaires irréductibles de G. 3) Kirillov a résolu un
probléme essentiel de géométrie intégrale posé par Gelfand. Ces études n’utilisent

pas la méthode des orbites.

Kirillov a écrit plusieurs livres. Deux d'entre eux ont été traduits en francais

el en anglais‘ l) Elénwu: de la théorie des rep i 2) TH et

lle. TI a d’autre part rédigé beaucoup d"articles
d exposition: chacun d'eux est en réalité un court livre. La clarté des exposés fait
que ces écrits ont 1€ | lus, et avec profit, par des chercheurs
débutants.

C’est I'occasion de signaler que Kirillov a eu de nombreux éléves de thése. Les
organisateurs de ce collogue ont eu la bonne idée de faire imprimer sur un T-shirt
(offert & Kirillov) la liste de ces éléves: 57 noms, un record !

Kirillov a participé, en 1967, & la fondation d’un journal ‘célébre: Functional
Amiysuand its Applications. Il a, pendant 4 ans, &té vice-président de la Société

Mathé de M 1l est bre de ités éditoriaux de plusieurs jour-
naux. Il a suscité la traduction en russe de nombreux livres et articles édités &
I'ouest.

Dans sa Kirillov i le constant qu'il a regu de

son épouse (qui travaille en informatique). 11 est fier de I'ceuvre mathématique
trés connue de son fils.

Ce colloque honore donc un grand h
les voies qu'il a , grand matk ici
des années.

grand thé
e qu'il exerce dgpujs

par I'infl

Jacques Dixmier
11 bis rue du Val de Grice
F-75005 Panis, France

“OKirillov's thesis, published in 1962,

immediately aroused a great deal of
interest... Kirillov quickly convinced
himself, and he convinced the
mathematical community, that this
"orbit method" should be applicable

to groups much more general than
nilpotent groups .0 d Jacques Dixmier
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" Symplectic Integrator > Metriplectic Integrator

» Capture of symmetries (Geometry -Informed ) ¢ Capture 1st principle (Energy preservation .

= » Capture Noether Invariantsvia S o u r i Moménts Moment map )
Map as Energy, Angular Momentum (Physics-Informed )

C Capture 2nd principle (Entropy Production)

‘(j; ={F,H} R Z—T={F,H} {F,s)

*) The time evolution of Hamilton's equations —_
() The tmed ; F=H S
pP= m » . —— (*) 15t principle: Preservation of Energy
Is a symplectomorphism , meaning that it conserves dH -0
the symplectic 2-form dp@dq A numerical dt

. schemeis a symplectic integrator if it also conserves ond Princinle Entrony production
24 this 2-form and equation are reduce to: P Py P

2=(pg Yz1zHE ds, THALES
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Foliation Leaves = Foliation Leaves =
~ Level Sets of Energy Level Sets of Entropy

‘ METRC FOLIATIONA N / SYMPLECTICFOLIATION

1t Principle of
Thermodynamics
Preservation of Energy

METRPLECTICFLOW
S EFH RS

Non -dissipative Dissipative
Entropy = Constant Energy = Constant

{F,S} =0 "F:SEntropy Casimir Function fdr }.,.
(F,H)=0 'F :H Energy Casimir Function fdr ).,

H

2" Principle of
Thermodynamics
Entropy Production

shed, translated, in

sent of THALES

A" Metric Leaf
evel Set of Energy

Thermodynamics -Informed Neural Networks
2
d_ZGT dze|’ Lgeg:{Lu_S

dt  dt |,

2
Nbatch

1 % ata o ata
I_L _Nbatch 20 (/ I_t -I%Q) eeLgt :~
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I GEOMETRIC DEFINITION OF ENTROPY

Foliation associated

Entropy Is Invariant
Casimir Function on Leaves of Symplectic

to Coadjoint Orbits
generated via Moment Map of Symmetry

Group acting on the System.

(5. H,(9=0

bi KerQ Y<Qe
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